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1. Уравнения модели 

Для моделирования распространения 

волн паводков в системе открытых русел 

разработана численная модель STREAM, 

позволяющая описывать течения в си-

стеме русел [1-2]. Система русел пред-

ставляется в виде ориентированного 

графа типа «дерево» [3, 5], т. е. множе-

ство вершин, соединенных между собой 

отрезками, длины которых равны дли-

нам соответствующих участков русла, и 

для которых указана начальная и конеч-

ная вершины (левый и правый конец).  
 

 
 

Рис. 1. Схема простого разветвленного 

русла 

В данной модели рассматриваются 

графы, в которых из каждой вершины 

(кроме конечной) будет выходить ровно 

один отрезок, а входить может несколь-

ко. Простейший пример такого графа 

представлен на рисунке 1. Метод нуме-

рации вершин и участков русла подроб-

но описан в [1].  

Участки русла описываются одно-

мерными уравнениями Сен-Венана. 

Пусть x  – расстояние вдоль оси русла 

(по тальвегу); t  – время; ( )txz ,  – орди-

ната свободной поверхности воды в аб-

солютной системе отсчета (например, в 

Балтийской); ( )xzb  – отметка дна в этой 

же системе; ( ) ( ) ( )xztxztxh b−= ,,  – глу-

бина потока; ( )ξ,xb  – ширина русла на 

расстоянии ξ  от дна; ( )zxbB ,=  – ши-

рина русла на свободной поверхности в 

сечении x ; ( )txQ ,  – расход воды через 
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поперечное сечение русла. В этих обо-

значениях уравнения имеют вид [6–8]: 
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Здесь ( ) ( ) ξξ=ω ∫ dxbzx

h

0

,,  – площадь по-

перечного сечения; ω= /Qv  – средняя 

скорость течения; ( )htxq ,,*
 – расход пу-

тевого притока на единицу длины рус-

ла; 
*v  – проекция скорости путевого 

притока на ось OX  (обычно считают 

0* =v ); 
2/1RCK ω=  – модуль расхода; 

C  – коэффициент Шези (в настоящей 

работе используется формула Маннинга 

κ= /6/1RC , κ  – коэффициент шерохо-

ватости); R  – гидравлический радиус 

(отношение ( )zx,ω  к смоченному пе-

риметру ( )zx ,χ ) [8]. 

Для получения замкнутой системы 

на разветвленном русле добавляются 

условия сопряжения участков в верши-

нах графа. Может существовать не-

сколько начальных вершин, в которые 

не входит ни один отрезок («висячие 

вершины»). В конечную вершину от-

резки только входят. Для p -ой верши-

ны будем обозначать через 
p

+γ  множе-

ство номеров отрезков, входящих в эту 

вершину, а через 
pγ  множество номе-

ров всех примыкающих к ней отрезков.  

При описании условий на концах 

отрезков будем использовать следую-

щие обозначения: m  – номер отрезка 

(нижний индекс); p  – номер вершины 

(верхний индекс); 
p

m

p

m zQ ,  – расход и 

уровень на конце m -го отрезка, примы-

кающего к p -ой вершине; ( ) ( )tztQ pp ,  – 

расход сосредоточенного притока в 

вершину p  и уровень в этой вершине. В 

вершинах ставятся следующие условия 

сопряжения. 

Баланс расходов: 

∑
γ∈

Ω=+η
pm

p
ppp

m

p

m
dt

dz
QQ , (3) 

где 1−=ηp

m  для левого конца отрезка и 

1=ηp

m  для правого конца отрезка; 

( )pp zΩ  – площадь сосредоточенной ем-

кости в p -ой вершине (при отсутствии 

емкости =0). 

Связь между параметрами в вер-

шине: 

( ) 0,, =tQzg ppp
.  (4) 

Например, 0=pQ  – приток отсут-

ствует; ( )tQQ p =  – приток есть функ-

ция времени; ( )pp zQQ −=  – отток из 

вершины. 

Условия примыкания: 

( ) p,0,, γ∈= mtQzf p

m

p

m

p
. (5) 

Одним из часто используемых вари-

антов условия является простой подход 

к вершине: 
pp

m zz = .   (6) 

В качестве начальных условий 

должны быть заданы  

( ) ( ) ( ) ptzmtxQtxz p

mm ∀∀ ,;,,,, 000
.(7) 

Система уравнений (1)-(2) приводит-

ся к характеристической форме, которая 

в векторной записи имеет вид [1, 9]: 

F
x

u
S

t

u
S =

∂

∂
+

∂

∂
Λ ,   (8) 

где  

( )
( )

B

g
c

cv

cv

cvB

cvB
S

Q

z
u

ω
,

0

0
Λ

,
1

1
,

=








−

+
=










+⋅−

−⋅−
=








=

, 

( )

( )

( )

( )















≡





















−−⋅+−









−

∂
∂

+−⋅+−









−

∂
∂

=

=

=

uF

uF

cvvq
K

QQ
g

xd

zd
B

x
v

cvvq
K

QQ
g

xd

zd
B

x
v

F

b

consth

b

consth

2

1

**2

2

**2

2

ω
ω

ω
ω . 

Уравнения (7) вместе с условиями 

сопряжения (3)–(5) образуют замкнутую 

систему, которая после дискретизации 

дает систему линейных алгебраических 

уравнений. Дискретизация задачи реа-

лизуется следующим образом [1]. Шаг 
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по времени kτ  задается одинаковым для 

всех отрезков, но может меняться в 

продолжение расчета; k  – номер шага. 

Для m -го отрезка задается количество 

шагов по x  mN  и строится равномер-

ная сетка узлов с шагом mmm NLhx = . 

Рассматриваются сеточные вектор-

функции на отрезке 
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Далее строится система разностных 

уравнений. Во внутренних точках от-

резков она выглядит следующим обра-

зом: 

( )

( )k

nm

k

nm

k

nm

m

k

nm

k

nmk

nm

k

k

nm

k

nmk

nm

uu
u

F
F

hx

uu
S

uu
S

−⋅
∂
∂

+=

=
−

⋅+
−

⋅

+

+
−

+
+

+

1

1

1

1

1

1

2
Λ

τ , (9) 

1,1,,,1 −== mNnMm KK . 

Выражение (9) можно привести к 

виду: 
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Для получения сквозной схемы рас-

чета по всем участкам в вершинах лине-

аризуются условия сопряжения и вклю-

чаются в численный алгоритм [1]. При 

решении системы используется неяв-

ный метод Института гидродинамики 

(метод прогонки для трехдиагональных 

матриц) [5]. 

2. Численная оценка скорости схо-

димости и погрешности метода 

Схема (8) при отсутствии конвек-

тивного члена имеет второй порядок 

точности по пространственной пере-

менной, но наличие линеаризованной 

функции F, как правило, понижает по-

рядок. Также на порядке сходимости 

может сказаться реализация условий 

сопряжения в вершинах графа. В этом 

случае можно получить приближенную 

численную оценку локального порядка 

точности, используя формулу Рунге [10-

12]. Для этого используются решения 

задачи на последовательности вложен-

ных сеток с достаточно малыми шагами 

4/,2/, 321 hhxhhxhhx === . В нашей 

задаче оценка выполнялась для функ-

ции ( )txQ , , поскольку она определяется 

из уравнения (2), содержащего конвек-

тивный член. Выберем момент времени 

T , на который будет определяться по-

рядок сходимости. Обозначим через 

ihxQ  решение, полученное на момент T  

на сетке с шагом ihx . Тогда согласно 

формуле Рунге порядок сходимости 

определяется соотношением 

( ) ( )
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,
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Задача (1)–(2) была просчитана в 

модельной области с простой схемой, 

приведенный на рисунке 1. Геометриче-

ские и гидрологические параметры рас-

четной области на участках 1 и 2 осно-

ваны на данных по участку р. Обь от 

плотины Новосибирской ГЭС до 

с. Дубровино [13]. Приток (участок 3) 

моделировался в виде канала с постоян-

ной прямоугольной геометрией сечения. 

В качестве краевых условий в вершинах 

1, 3 задавался постоянный расход 

( ) 23701 =tQ м
3
/с и ( ) ( )tQtQ 13 5.0≅ . В 

вершине 4 задавалась кривая связи ( )zQ  

[13]. Условия расчета были следующие: 

1=τ ч; 5.0=h  км;  72=T ч. (12). 

Расчеты показали, что на большей 

части модельной области локальный 

порядок сходимости близок к 2 (рис. 2). 

Исключение составляет участок вблизи 

вершины 1, где наблюдаются колебания 

значения, которое остается, однако, 

больше 1.7. Это связано с влиянием ре-

ализации краевого условия в начальных 
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вершинах. На основе полученного ре-

зультата можно получить зависимость 

величины погрешности от шага сетки, 

используя правило Рунге [9-10]. По-

грешность определяется выражением 

( ) ( )
12

max 1

−

−
= +

p

jhxjhx

j

xQxQ
Err ii , (13) 

где p  – порядок аппроксимации. При-

нимая 2=p , получаем зависимость 

ошибки от шага сетки (рис. 3). 

Как видно из графика, погрешность 

быстро убывает с уменьшением про-

странственного шага, причем скорость 

убывания постепенно уменьшается по 

мере приближения к точному решению. 

3. Использование модели в условиях 

реального русла. Результаты численных 

экспериментов 

В качестве расчетной области ис-

пользовался участок верхней и средней 

Оби (протяженностью 1210 км) от пло-

тины Новосибирской ГЭС (створ НБ) до 

створа в с. Александровское (концевая 

вершина графа, рис. 4). Модель русла 

включает 13 створов (табл. 1), в т.ч. 

точки впадения шести наиболее круп-

ных притоков. Таким образом, граф со-

стоит из 12 отрезков. Притоки рассмат-

ривались как сосредоточенные источ-

ники с заданными расходами ввиду от-

сутствия подробной информации. 

Использовались следующие условия 

сопряжения. Для всех вершин – баланс 

расходов (4). Для вершины 1 задан рас-

ход ( )tQQ p =  (поскольку вершина яв-

ляется начальной, достаточно одного 

условия). Для вершин с притоками за-

даны условия ( )tQQ p =  и условие про-

стого подхода (6); таким образом, рас-

ход притока реализуется через баланс 

расходов в узле.  

 

 
 

Рис. 2. Распределение локального порядка сходимости при 72=T ч. 
 

 
Рис. 3. Погрешность Err (13), м

3
/с: 

hx  – величина пространственного шага сетки, м. 
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Рис. 4. Схема участка р. Обь  
с указанием расстояний между створами, км 

 
Для внутренних вершин без прито-

ков ставятся условия 0=pQ  и условие 

простого подхода (6). Для концевой 

вершины 13 используется условие 

( )pp zQQ −= , где ( )pzQ  кривая связи 

для концевой вершины. Кривые расхо-

дов часто используются при расчетах 

неустановившихся течений в руслах [2]. 

Для выполнения расчетов мы построили 

кривую связи, используя данные гидро-

логического ежегодника по нескольким 

годам (рис. 5). 

Расчеты были выполнены для сред-

него по водности 2014 г. Расчетный пе-

риод составлял четыре месяца (май-

август). При сборе гидрологических 

данных для численного моделирования 

использовались интернет-ресурсы АИС 

ГВМО. Начальные условия также зада-

вались с использованием данных АИС 

ГВМО.  

Морфометрическая информация по 

створам 1-3 построена с использовани-

ем лоцманской карты. Для створов 4, 6, 

7, 10, 13 геометрия построена по экспе-

диционным данным. 

Таблица 1 

Расстояние между створами  

и плотиной ГЭС (НБ), км 
 

Створы Расстояние 

1. НБ 0 

2. Новосибирск (приток Иня) 23 

3. Дубровино 110 

4. Брагино 302 

5. Томь (приток) 310 

6. Новоигловск 316 

7. Никольское 360 

8. Чулым (приток) 465 

9. Кеть (приток) 776 

10. Каргасок 834 

11. Васюган (приток) 860 

12. Тым (приток) 924 

13. Александровское 1210 

 

В вершинах впадения притоков 

морфометрическая информация полу-

чена интерполяцией по ближайшим 

створам с заданными данными измере-

ний (из-за сложности получения натур-

ных данных в таких пунктах). На ри-

сунке 6 приведены графики распределе-

ния расчетных значений расходов и 

уровней вдоль русла. Скачки расхода 

соответствуют местам впадения прито-

ков. 

На рисунке 7-8 показана динамика 

уровней и расходов в c. Дубровино 

(вершина 3) и с. Алексанровское (кон-

цевая вершина 13), полученная по 

натурным наблюдениям и в результате 

расчетов на конец расчетного периода. 

Сравнение данных в с. Дубровино 

показывает достаточно хорошее согла-

сование. Количественно расчетные дан-

ные сильнее отклоняются от данных 

наблюдений в середине расчетного пе-

риода. На этом участке нет значитель-

ных притоков. В расчетах учитывается 

только р. Иня, но, по-видимому, необ-

ходимы более точные данные о расхо-

дах путевых притоков.  

Данные поста наблюдения в 

с. Александровское показывают более 

значительные расхождения с результа-

тами расчетов. Основной причиной это-

го является недостаток информации по 

притокам.  
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Рис. 5. Кривая связи ( )zQ : 

пост наблюдения – с. Александровское. 

 

 
 

Рис. 6. Распределение расхода и уровня по длине  

на конец расчетного периода по данным 2014 г.: 
1 – уровень; 2 – расход. 

 

 
 

Рис. 7. Динамика уровней и расходов в с. Дубровино: 
1 – уровень, наблюдения; 2 – уровень, результаты расчетов; 3 – расход, наблюдения;  

4 – расход, результаты расчетов. 
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Рис. 8. Динамика уровней и расходов в с. Александровское: 

1 – уровень, наблюдения; 2 – уровень, результаты расчетов; 3 – расход, наблюдения;  

4 – расход, результаты расчетов.  

 

Скачок расходов и уровней в начале 

периода связан с заданием начальных 

условий в вершинах 11 и 12, для кото-

рых не было требуемых данных наблю-

дений (морфометрическая и гидрологи-

ческая информация). В этих вершинах 

данные получены линейной интерполя-

цией данных вершин 10, 13, что не яв-

ляется корректным.  

4. Заключение 

Сопоставление результатов расчета 

с натурными данными демонстрирует 

приемлемую степень согласования и 

подтверждает возможность использова-

ния предлагаемой постановки задачи и 

методики расчета распространения по-

ловодий на всем протяжении р. Обь от 

створа НГЭС до устья. Программа 

устойчиво работает в условиях реально-

го русла и продолжительного периода 

времени. Расхождения между расчет-

ными и наблюдаемыми данными можно 

объяснить тем, что при выполнении 

численных экспериментов информация 

по притокам была недостаточной (не 

учитываются мелкие притоки ввиду от-

сутствия данных). Для более точной ра-

боты модели нужна дополнительная 

информация о расходах путевых прито-

ков или удельном расходе на единицу 

длины русла, а также уточнение кривой 

связи для конечной вершины. Оценка 

точности метода модели по методу Рун-

ге показала, что на большей части мо-

дельной области локальный порядок 

сходимости близок к 2. 

Работа выполнена в рамках государственного задания ИВЭП СО РАН (номер гос-

регистрации проекта – AAAA-A17-117041210241-4). 
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MATHEMATICAL MODELLING OF THE FLOOD WAVE PROPAGATION  

IN THE SECTION OF UPPER AND MIDDLE PART OF RIVER OB 
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An example of numerical simulation of the flood wave propagation in the section of upper 

and middle part of river Ob below the dam of Novosibirsk power station. The calculations are 

carried out using of numerical model of the flood wave propagation in the system of branched 

channels STREAM developed in IWEP SB RAS. The length of the section is 1210 km. The 

number of river tributary are taken into account. The model demonstrates stable operation in 

a large open river channel. The error of the difference method of solution was estimated ac-

cording to the rule by Runge was fulfilled using a model region of branched river channel. 

Keywords: branched river channel, flood, wave propagation, the method error estimation. 
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